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Codes correcteurs d’erreurs

par A. HOCQUENGHEM,

Professeur au Conservaloire des Arts el Méliers,
Ingénienr conseil & la S.E.A.

Généralisant un travail de Hamming, 'auteur construit des codes
permettant de corriger & erreurs dans une transmission de digits

binaires,

The paper is a generalization of Hamming’s work. The author gives
a coding system available to correct &k errors in a lransmission of
hinary digits.

Eine Arbeit von Hamming verallgemeinernd, entwickell der Autor
Kodes die es crmdioglichen bei Uberlragung binitrer bils & Fehler zu
korrigieren.

OGoGwast paGoty Xammuuri, aBrop npeajsdaraes Koabl, KOTOphie AJKOT BO3-
MOKHOCTL HCNPABAATL A ownGOK B nepegave Arou4HbIX uudp.

1. Indroduction.

Introduisons dans un systéme de transmission un mot, consti-
tué¢ par un nombre de n chiffres binaires :

(lx(‘goacoooc- (‘"

Le mot re¢u peut dilférer du mot initial par un eertain nombre
d’erreurs (certains chiffres a; étant altérés en 1 — a;). Pour essayer
de détecter el de corriger ces erreurs, on n'ulilise que m chiffres
du mot comme support de I'information, les chiffres restant appelés
chilfres de test devant servir a la vérification du mot aprés la
transmission. Donner une loi de détermination de ces chiffres de
test en fonction des m chiffres d’'information de facon 4 pouvoir

1a
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détecter — ou corriger — un nombre maximum & d'erreurs, c’est
former un code détecteur — ou correcteur — de &k erreurs.
L’exemple le plus simple est le code délecleur d’une erreur.
Dans ce cas m=n—1, et on choisit le chiffre de test de facon
que le nombre total de chiffres 1 du mot soil pair. La vérifieation
~du mot consiste alors en un test de parité.
'~ Hamming (Bell System Technical Journal, 1950) a donné la
loi de formation d'un code correcteur d’une erreur. Le nombre de
chiffres de test est l'entier N déterminé par les inégalités

(11) Log:(1 + n) =N < 1 -+ Logs(1 + n)

Dans le cas général d'un code correcteur de k erreurs, le nom-
bre de configurations d’erreurs possibles est :

H=14Ch+Ci + ... + i

Par suite le code le plus ¢conomique utiliserait un nombre de
chiffres de test égal a l'entier immédiatement supérieur a4 Log,H.
A part le code de Hamming, on n’'a pu construire de tels codes.
Ceux que nous proposons utilisent un nombre de chiffres de test
égal A '

n—m = kN
La dilférence
IN — Log.H
est de l'ordre de Log.(k!), donc assez faible pour que ces codes
soient satisfaisants.

Aprés avoir défini un anneau dans lequel nous ferons nos
calculs, nous exposerons le code de Hamming sous cette optique,
puis les principes de formation des codes qui nous conduiront
a4 une détermination quasi-expérimentale et & une détermination
systématique de ces codes. Nous terminerons par un exemple de
code correcteur de 2 erreurs.

9, Définition de Panneau ¢L

Les éléments de 'anneau ¢U sonl les nombres enliers déerils en
numération binaire.

A chaque élémenl de 'anneau @ nous faisons correspondre
un polynéme ayant comme coefficients les chiffres de I'élément.
Le polynéme est alors défini sur le corps de caractéristique 2.

Toute opération sur les éléments de (L sera faite sur les poly-
nomes correspondants — au cours de ces opérations tout coeffi-
cient pair sera remplacé par O, tout coefficient impair par 1.
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Le résultat sera un polynéme auquel correspondra un élément de
l'anneau ¢l .

On a donc toutes les opérations habituelles sur les nombres
cnliers  — afin d’éviter toule ambiguité, toutes les expressions
calculées selon ces régles seront suivies de l'indication (A).

Exemples :

Addition : 101 - 111 = 10 (€L)

Multiplication : 101 X 111 = 11.011 (L)

Puissance : 1012 = 10.001 (AQ)

Division : 1.101 = 111 X 10 4 11 (L)

En particulier: p4+p=0, (p+q)*=p* +q¢g* (AQ)

Lorsque le polyndéme sera irréductible sur le corps de caracté-
ristique 2, nous dirons que le nombre correspondant est irréduc-
tible (il n"admet pas, dans I'anneau @, d’autre diviseur que lui-
méme et 'unité).

On peut classer évidemment les nombres dans I'anneau ¢l
par ordre de grandeur, mais beaucoup plus important est le nom-
bre de chiffres. On démontre que parmi les nombres ayant un
nombre de chiffres donné, il existe toujours un nombre irréductible.

Etant donné un mot écrit en binaire
a;as ... a,
nous attacherons & chaque indice i un nombre p, de 'anneau (1)
et au mot lui-méme nous attacherons le nombre

T=a,p, + aaps 4 ... -+ a,p, (€L)

C'est la considération du nombre T qui, griace & un choix conve-
nable des nombres p; nous permetira de corriger les erreurs
éventuelles.

3. Code de Hamming.

Nous retrouvons le code de Hamming en (aisant

pi=1
Les chiffres de test sont les chiffres du mot d’indices
1, 2, 22, ..., 2%-1 (N défini par les inédgalités 11).

L'information sera portée par les chiffres
Iy A; Qg A; Ay ... Ay,
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On détermine les chiffres de lest par la condition
T=3Ip,a =0
condition qui s'¢cril ici
+ 2a, 4 4a, + ... + 2NV q x4 = Bag + Sa; + 6a; - ... -- na,
(cL)

Le second membre est un nombre binaire connu d’au plus N
chiffres. L’égalité¢ délermine done parfaitement les valeurs des
chiffres de test.

Si, aprés transmission, il n'y a pas d'erreur, on retrouvera
T = 0.

Sl ¥ a une erreur, portant par exemple sur le chiffre a,
remplacé par (1 —a, ), le nombre T prendra la valeur :

T=a, -~ 2a. 4+ ... + all —ay) + ... + na, == a (L)
La valeur de T sera l'indice du chiffre erronné.

S§’il ¥ a deux erreurs, portant sur les chiffres d'indice a et §,
T prendra la valeur :
T=a+p§==0 (L)

S’il ¥y a plus de deux erreurs, T pourrait étre nul. Le code
obtenu est donc correcleur d'une erreur, détecteur de deux erreurs.
Il est commode, pour automatiser le contrile, de supposer les
nombres p disposés en malrice. Par exemple pour n =7, on aura

Ia matrice
|

0001111
0110011
1010101
Aux nombres
0010110 el 0010010
correspondront les malrices
NO000D110 0000010 ‘
0010010 et V010010
DO10100 0010000

Le nombre T s'oblient en faisant suivre chaque ligne de Ia
matrice de son chiffre de parile (3 1)
On obtient ici :

0
0 el

0

Le premier nombre est correct, le 5° chiffre
faux.

I
e

Q~=—

u second nombre est
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Le résultal sera un polyndme auquel cc

U"anneau Cl. 5
On a donc toutes les opérations hs a %
entiers — afin d'éviter toule ambiguil = S-s

‘caleulées selon ces régles seronl suivies

Exemples :

Addition : 101 -+ 111 =10 (A1)

Mulliplication : 101 < 111 = 11.011 (¢

Puissance : 1012 = 10.001 (L)

Division : 1101 = 111 x 10 -+ 11 (L)

En particulier: p+p=0, (p+qgrr=p*+-q¢* Q)

Lorsque le polynéme sera irréductible sur le corps de caracté-
ristique 2, nous dirons que le nombre correspondant est irréduc-
tible (il n’admet pas, dans I'anneau @, d'autre diviseur que lui-
méme et 'unité).

On peut classer évidemment les nombres dans l'anneau ¢
par ordre de grandeur, mais beaucoup plus important est le nom-
bre de chiffres. On démontre que parmi les nombres ayant un
nombre de chiffres donné, il existe toujours un nombre irréductible.

Etant donné un mot écrit en binaire
a,a,...a,
nous altacherons a chaque indice i un nombre p, de I'anneau )
el au mot lui-méme nous attacherons le nombre

T=a,p, +a;p, + ... -+ a,p. (L)

C'est la considération du nombre T qui, grice & un choix conve-
nable des nombres p;, nous permettra de corriger les erreurs
éventuelles.

3. Code de Hamming.

Nous retrouvons le code de Hamming en faisant
pi=i
Les chiffres de test sont les chiffres du mot d'indices
1. 2, 22, | .., 2%t (N défini par les inégalités 11).

L’information sera portée par les chiffres
Az A g A; Ay ... A,
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Si le rang de celle matrice (dans 'anneau 1) est K ' < K,
c’est que K — K’ lignes de celte matrice sont des combinaisons
linéaires des K’ lignes reslantes. Si I'on supprime ces K — K’
lignes, on obtiendra une matrice M" de nombres p° qui vérifieront
encore la condition (42).

Ceci étant, nous pourrons extraire de la matrice M” une matrice
carrée A de K’ lignes dont le déterminant calculé dans I'anneau
¢l ne sera pas nul. On aura done

det A=1
puisque les seules valeurs possibles sont 0 ou 1. En multipliant la
maltrice M” par A-1, on obtiendra la matrice M” formée de nombres
P~ lels que . 4

S o
po=| . =41

'w,' v.’

el par suite les nombres p”, vérifieront encore la condition (42).
De plus, ia matrice M™ contiendra &4 ce moment la matrice
A—* 2 A, C'est-a-dire la matrice unité, donc I'ensemble des p”
conliendra les puissances successives de 2 :

1, 2, 2%, ..., 2=
Les indices correspondants seront pris comme chiffres de test et
la condition (41) déterminera ces chiffres en fonction des chiffres
d’'information par égalité de deux nombres binaires de K’ chiffres.
Tout le probléme se raméne done a conslruire des ensembles
de nombres p salisfaisant & la condition (42).

5. Formation de proche en proche d'une suile de nombres p.

Prenons d’abord :
) Pi=1L p:=2, p;=2% ..., P =22
puis : b e
Pai 3 = 2

Ces nombres satisfont déja aux conditions (42). Pour prolonger
celle suite dans Pordre des p croissants, supposons élre arrivé
au nombre p, de [ chiffres. Considérons I'ensemble des nombres

Py & p, et de leurs sommes dans anneau ¢ par groupes de 2, 3,

««« (2k — 1). Tous les nombres obtenus ont au plus / chiffres.
S'il existe un nombre non contenu dans l'ensemble ainsi formé

ct compris entre p, et 2/, ce nombre sera pris pour valeur de
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P+, (87l y a plusieurs nombres on choisira évidemment le plus
1 3 « ) ’
pelit). Sinon on Prendr.n Piy= 2.
On peul ainsi conlinuer pas & pas jusqu'a I'oblenlion des n
nombres p. Siop, a1 K chiffres, les nombres
1o 2025 susy B8

seront inclus dans la suite des p. La suite sera done direclement
utilisable pour former un code. Il restera i établir le tableau de
correspondance entre les H valeurs de la somme

Px + Pa: + ... 4+ paj (L) (j =< k)
et la valeur des indices a;, a., ..., a.

Le procédé ainsi défini est assez long a exploiter. Cependant,
pour des valeurs raisonnables de n et k, il ne dépasse pas les
possibilités d’une calculatrice de movenne puissance.

La détermination & priori du nombre K de chiffres de test
parait assez difficile. Aussi allons-nous exposer un procédé plus
systématique de recherche des nombres p.

6. Formalion systématique des nombres p.

La théorie des congruences, si utilisée dans les preuves des
opérations arithmétiques, va nous fournir un mode de calcul des
nombres p. Désignons par o un nombre irréductible de N 4 1
chilfres et par ¢° le reste de la division dans I'nnneau @ d'un
nombre g par o. Le nombre ¢’ aura au maximum N chiffres.

Nous poserons alors :
Pi=14+ 2N(%)" 4 22N(®)" + ... -+ 20:-1N(F2R—I)’ (L)
=1, ..c; )
c'est-a-dire que le nombre p, est formé de la juxtaposition des

restes successifs de la division par g des puissances impaires dans
I'anneau ¢l du nombre i. Nous allons montrer que ces nombres p,

satisfont & la condition (42).
En effet, supposons :

(61) Prm+pPist ---+pu=0 (cl) (I =12k
Cela entrainerait :

(62) M=Ny=S%= ... =8¥n=a9=—10
en posant :

Si= )+ R2) 4 ... - (R (L)
et § = 8§, (mod p) (L)
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Or, si nous considérons le produit

=2, B iyl

Jrea T8 wss Tl T F (L)

ITQy + A
ce produit peut s'écrire sous forme d'un déterminant de Van der
Monde dont le carré contiendra la ligne

S, 5o Sy e o S,

Comme S,;, = S.2, les conditions (62) entrainent
IIG; +2;) =0 (mod o} (L)

Donc un des facleurs, par exemple }, + 4; serait divisible par p.
Comme la somme dans ¢l des nembres ), + ; a moins de chiffres
que le nombre g, il en résulterait

M+ ;=0 A=A
Par suite I'hypothége (61) ne peut étre réalisée que si au moins
deux indices étaient égaux.

Donc les nombres p que nous avons formés remplissent la
condition (42) et peuvenlt servir &4 former un code correcteur de
k erreurs. Naturellement on les transformera comme il est indiqué
au § 4 pour former une suile contenant des puissances de 2.
Dans le cas général, p; comprenant AN chiffres, il y aura lieu
d’utiliser AN chiffres de test.

7. Exemple.

Nous avons formé un code de 15 chiffres correcteur pour 2
erreurs. Ici N = Log, 16=4, il y aura 8 chiffres de test.

En prenant g = 19 = 10.011, on calcule aisément les nombres
p et la matrice M :

0t 111001 1 1 1 1 1 1 1
0O 01 1 00 001 1 1 0 0 0 1
0 01 01 00 1 1 1 0 0 1 0 0
1 0100 1101 1 0 0 0 0 o0 |
000000011 1 1 1 1 1 1
o 001 11100 0 0 1 1 1 1
011001100 1 1 0 0 1 1
1 01010101 0 1 0 1 0 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
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Cette matrice M est de rang 8, car le déterminant formé avec
les colonnes 1, 2, 4, 8, 6, 12, 7, 14 (choisies parce qu’elles présen-
tent le plus de zéros) vaul 1.

‘La matrice A (§ 4) sera forim¢e avec ces colonnes. En l'inver-
sant on trouve la malrice :

|

At =

_-omCooOmO
= e R e
- OO e D O -
SO D
O et D D ek
el o — -
~o~Scoe®
OC=mOoOoMocee

Le produit A—M (dans l'anneau ¢l ) donne la matrice défini-
tive :

101000000 0 0 0 1 0 1
010010001 1 1 0 0 0 1
001100001 1 1 0 0 0 1|
© 01 010011 1 0 0 1 0 0]
0 00011000 1 1 0 1 0 1
O 00 00DO0DT1TO0O0 1T 1 0 1 0 0
0O 0001 O0O0O0OT1T O 1 1 0 0 0
;001010000 1 0 0 1 1 1
1 2 3 456 7 9 10 11 12 13 14 15

Les chiffres de rang
1, 2, 4,6, 7, 8, 12, 14

serviront de chilfres de lest, les 7 autres chiflres seront les supports
de l'information.

Pour vérifier el corriger un mol on fera la somme

T = Xpu, Q)

Si elle est nulle, il n'y aura pas cu d'altération du mot (ou
plus de 4 erreurs). Si T n'est pas nulle, on pourra retrouver les
chiffres faux (en admettant qu’il n'y en ait pas plus de 2) en
utilisant la table suivante qui donne les valeurs possibles de T
suivies entre parenthéses des rangs des chiffres faux.
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1(14) — 2 (12) — 3 (12,14) — 4 (7)) — 5 (7.14)

6 (7,12) — 8 (6) — 9 (6,14) -— 10 (6,12) — 12 (6,7)

15 (9,10) — 16 (8) — 17 (8,14) — 18 (8,12) — 19 (10,11)

20 (7,.8) — 24 (6,8) — 27 (2,5) — 28 (9,11) — 29 (1,13)

32 (4) — 33 4,14) — 34 4,12) — 36 (4,7) — 40 (4,6)

41 (5,9 — 42 (5,100 — 44 (3,13) — 46 (2,11) — 48 (4,8

49 (1,3) — 50 (2,9) — 33 (5,11) — 61 (2,10) — 64 (2)

65 (2,14) — 66 (2,12) — 68 (2,7) — 72 (2,6) — 75 (5,8)

77 (8,13) — 78 (4,11) — 80 (2,8) — 82 (4,9) — 83 (5,6)

85 (6,13) — 88 (3,15) — 89 (5,12) — 90 (5,14) — 91 (5)

93 (4,10) — 96 (2,4) — 98 (8,9) — 102 (6,11) -— 103 (5,7)

105 (1,15) — 106 (7,11) — 108 (11,12) — 110 (11) — 111 (11,14)
112 (9,12) — 113 (8,10) — 114 (9) — 115 (9,14) — 116 (13,15)
117 (6,10) — 118 (7,9) — 121 {7,10) — 122 (6,9 -— 123 (4,5)
124 (10,14) — 125 (10) — 126 (8.11) — 127 (10,12) — 128 (1)
129 (1,14) — 130 (1,12) — 132 (1,7) — 135 (11,15) — 136 (1,6)
144 (1,8) — 145 (3,4) — 152 (10,15) — 153 (7,13) — 155 (9,15
156 (13,14) — 157 (13) — 159 (12,13) — 160 (1,4) — 161 (3,8)
169 (2,15) — 176 (3.14) — 177 (3) — 178 (5,15) — 179 (3,12)
181 (3,7) — 185 (3,6) — 189 14,13) — 192 (1,2) — 195 (3,9)
198 (5,13) — 201 (4,150 — 204 (3,100 — 219 (1,5) — 221 (2,13
223 (3,11) — 224 (10,13) — 225 (6,15) — 232 (14,15) — 233 (15)
234 (3,5) — 235 (12,15 — 237 (7,15) — 238 (1,11) — 239 (9,13)
241 (2,3) -~ 242 (1LY - 243 (11,13 — 249 (8,15) —— 253 (1,10)

’

On remarquera que le nombre T prend 121 valeurs possibles

(14+Ch5+C8) et (qu'on utilise un nombre de 8 chiffres pour
I'éerire. Le code utlilise un chiffre de test de plus qu'il n'est
théoriquement indispensable, mais il n'est pas sir qu'on puisse
construire des codes n'ayant qu'un nombre de chiflres de lest
strictement égal & Penlier par exces de Log, H.



